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Resumen: El cdlculo comenzé a desarrollarse en el siglo XVII con la intencion de conseguir técnicas estdndar para
resolver problemas referentes a derivadas, integrales y ecuaciones diferenciales. Gracias al desarrollo de esta ciencia y la
estandarizacién de las técnicas de célculo integral, hoy en dia es posible que un estudiante de primer afio de universidad
pueda aprender a resolver una cantidad enorme de integrales en poco tiempo y aunque el estudiante tenga la sensacion
de que esta usando el sentido comin para hacer dichos célculos, realmente puede hacerlo porque esta siguiendo un
algoritmo de resolucién, muy complejo, pero algoritmo en fin. Este algoritmo es el que hace posible que hoy en dia,
aplicaciones como Mapple o Mathematica puedan resolver simbdlicamente integrales y ecuaciones diferenciales. Es decir,
el mayor porcentaje del crédito por el éxito de estas aplicaciones, se debe a la existencia de los algoritmos de resolucién
del célculo, que han sido desarrollados durante cuatro siglos. Por otro lado en el mundo de la demostraciéon formal de
programas, también existen software como en [1][2][3] que intentan hacer cémputos simbdlicos para la correccién de
programas. Estas aplicaciones para la correccién de programas, no usan un algoritmo de cuatro siglo de desarrollo que
estandarizan técnicas del célculo de los invariantes y obligaciones de prueba, por lo que tienen una desventaja natural
con respecto a las aplicaciones de resolucién simbdlica para el calculo integral o diferencial.

Por lo argumentado anteriormente se propone que para lograr un avance significativo en las aplicaciones para la correccién
de programas, es conveniente crear ahora, en la ciencia de la matemadtica, un célculo (al igual como en su tiempo se
cred el célculo integral), para estandarizar los métodos que permiten computar invariantes, obligaciones de prueba y
precondiciones mds débiles. Este articulo muestra algunos teoremas que tienen la intencién de dar un pequefio paso en
el desarrollo de este cdlculo pero para computar precondiciones mas débiles.

Palabras Clave: Precondicién més Débil; Célculo; Correccién Formal de Programas; GCL; Induccioén.

Abstract: The calculus began to develop in the seventeenth century with the intention of obtaining standard techniques
for solve problems related to derivatives, integrals and differential equations. Thanks to the development of this science
and the standardization of the techniques of integral calculus, today it is possible that a first-year university student
can learn to solve a huge amount of integrals in a short time. Even if the student has the sensation that he is using
common sense to do such calculations, he can actually do it because he is following a Algorith resolution, very complex,
but algorithm. This algorithm is what makes it possible today, that applications such as Mapple or Mathematica can
symbolically solve integrals and differential equations. That is to say, the highest percentage of credit for the success
of these applications is due to the existence of resolution algorithms of calculus, which have been developed over four
centuries. On the other hand, in the world of formal verification of programs there are also software like [1][2][3] which
try to make symbolic computation for formal verification of programs. These applications for formal verification do not
use a four-century algorithm of development that standardize techniques for calculating invariants, so it have a natural
disadvantage with respect to applications of symbolic resolution for integral or differential calculus.

In order to achieve a significant advance in the applications for the formal verification of programs, it is convenient to
create, in the science of mathematics, a calculus (just as in its time the integral calculus was created) for standardize the
methods that allow computing invariants, and weakest preconditions. This article shows some theorems that are intended
to take a small step in the development of this calculus but to compute weakest preconditions.

Keywords: Weakest Precondition; Calculus; Formal Verification; GCL; Induction.
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I. INTRODUCCION

Todos los algoritmos planteados en este trabajo serdn escritos
en pseudolenguaje GCL (Guarded Command Language) [4],
que es un pseudolenguaje definido por Dijkstra, que admite
la escritura de algoritmos no deterministicos y su disefio,
admite una légica de Hoare y férmulas para precondiciones
mds débiles, relativamente simples, que facilitan la actividad
de correccién de un programa.

Si By,...,B, son expresiones booleanas del lenguaje
GCL 'y definiendo DG como una abreviacion de
domain(By,...,B,) (predicado que expresa que todas

las expresiones estdn bien definidas [5]), tenemos que la
l6gica de Hore [6] se basa en las siguientes reglas de
inferencia:

{A}SKIP{A}

{domain(E) A B[z := E|}7 := E{B}
{A}So{B} ~ {B}SI{C}
{A}S0; 51{C}

A= DG A(BgV ..V Bp) {A A Bg}Sg{B}.. A{A A Bp}Sn{B}

{AYif By — So[]..[|Bn — Snfi{B}

I = domain(By) {I N By}So{l}
{I}dO By — So{I A _'B()}

{A"}So{B'}
{A}So{B}
Donde Sy,...,S, son instrucciones A, A, B, B' y C
son predicados, I es un predicado que lleva el nombre de
“invariante del ciclo” y E es una lista de expresiones, que una
a una, son del mismo tipo que la lista de variables = (la barra
superior tanto en £ como en x, es una notacién que indica que
se tiene una lista de expresiones y variables respectivamente).

A=A B'= B

De las reglas de inferencia de arriba se concluye que una
derivacion en esta l6gica tiene forma de arbol. Adicionalmente
una demostraciéon de que un algoritmo es correcto usando la
l16gica de Hoare, no garantiza la terminacién del programa, por
lo que el drbol de derivacioén usando las reglas de Hoare, debe
ir acompafiado de un argumento de funcién de cota en cada
ciclo Do, si se quiere tener una demostracién completa de que
el algoritmo es correcto con respecto a la especificacion.

Por otro lado la logica de Dijkstra [4] para la correccion
de programas se basa en el transformador de predicados
wp (weakest precondition), que es basicamente una funcién
sintdctica de dos variables que devuelve de forma simbdlica
la precondicion mds débil de una instruccién inst dado
una postcondicién Post (usando la notacién clasica de
funciones de dos variables, la notacién wp(inst, Post)
se refiere al resultado de aplicarle a la funcién wp, los
argumentos inst y Post, este resultado es la precondicién
mas débil, simbolicamente hablando, de la instruccién inst
con la instruccion Post). El uso sucesivo de wp permite ir
calculando precondiciones mas débiles entre instruccién e
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instruccidn, desde el final del programa hasta el inicio como
se muestra en la Figura 1.

{Pre} {Pre}
instruccionl instruccionl
instruccion? instruccion2
instruccion3 {A1l : wp(instruccion3, Post)}

{Post} instruccion3

Paso 0 Paso 1

{Pre} {Pr@}
instruccionl {43 : wp(instruccionl, A2)}

{A2: wp(inst2, A1)} instruccionl
instruccidén? instruccion2
instruccidnd instruccion3

Paso 2 Paso 3

Figura 1: Uso Sucesivo de wp

Usando el transformador wp de Dijkstra sucesivamente, se
puede calcular la precondiciéon mas débil de todo el programa,
de modo que para demostrar la correccién de un algoritmo,
basta con demostrar que la precondicién Pre implica la
precondicciéon mds débil calculada (En el caso del ejemplo
de la figura se debe demostrar Pre = A3)

La correcciéon de programas usando la ldégica de Dijkstra
garantiza terminacién y no necesita el argumento de funcién
de cota en cada iteracion, por lo que induce un método limpio
para decidir la correccién de un programa.

Calcular una precondicién mds débil usando el transformador
wp para cualquier postcondicién e instruccién es fundamental,
porque permite ir consiguiendo aserciones que permitan subir
entre instruccion e instruccién como en la figura. Para lograr
esto Dijkstra en [4] definié las reglas que definen la funcién
de transformacién sintictica wp de la siguiente manera:

wp(SKIP, Post) := Post

o Wp(Yiys---,Yip = Eapy,..., Expy, Post) :=
domain(Expy, ..., Expg) A
Postlyi,, -, yi, == Expi,..., Expg]

wp(So; S1, Post) := wp(Sy, wp(Sy, Post))
wp(IF, Post) := domain(By, ..., B,) A

(Bo V-V By) A (By = wp(So, Post)) A ...
A (Bpn = wp(Sy, Post))

wp(DO, Post) := (Ik|k > 0 : H,(Post))

en donde Hj(Post) es un predicado que satisface las

ecuaciones:

Hy(Post) = domain(BB) AN —(Bg V ---V B,,) A Post
Hy(Post) = Ho(Post) V wp(IF, H,_1(Post))

para k > 1

Lamentablemente la férmula que define a wp en general
para ciclos DO, estd escrita en logica de segundo orden
y por lo tanto no es aplicable directamente. Tampoco es
util tener aserciones escritas en logica de segundo orden,
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ya que si una asercién de segundo orden fuese la post-
condicién de una instruccién de asignacion y;,, ..., Vi,
Expy,..., Expg, entonces no se pudiera aplicar la segunda
de las reglas listadas anteriormente, porque el operador de
sustitucion [y;,, ..., ¥, := Exp1, ..., Expg] no esta definido
para férmulas escritas en segundo orden.

Esta limitante de la descripcion de wp de Dijkstra lo convierte,
en el caso de programas que contienen ciclos DO, en una
herramienta tedrica sin pragmatica alguna. Sin embargo, esta
demostrado en [7] que para cada algoritmo en particular,
con una postcondicién particular, siempre existe un predicado
escrito en logica de primer orden equivalente a la definicién
de wp para el caso en cuestion. El dnico problema es que la
demostracién que se encuentra en [7] no es constructiva y no
induce un algoritmo para computar dicho predicado.

La idea que se propone en este articulo es la de dar técnicas
de célculo que permitan construir una férmula escrita en
l6gica de primer orden, que sea equivalente a la férmula de
Dijkstra para los ciclos DO, de modo tal de rescatar la idea
original del transformador de predicado wp y convertirla en
una herramienta practica para poder decidir si un programa
es correcto. Al igual como en el cdlculo integral, en donde
cada técnica de integracién depende del tipo de la integral (si
es polindmica, trigonométrica, exponencial, o multiplicacion y
division de las combinaciones de las tres categorias anteriores)
las técnicas que se proponen dependeran del tipo de ciclo.

El resultado serd el de caracterizar algunos tipos de ciclos en
los que se pueda obtener una plantilla de predicado equivalente
a wp en légica de primer orden, de manera que la correccién
del algoritmo consistird simplemente en la aplicaciéon de
la plantilla instanciada al caso particular que se encuentre
(sumdndole inevitablemente algin toque minimo del sentido
comin humano).

A continuacién se presentan cuatro secciones de las cuales,
en la primera de ellas se hace un repaso de las férmulas
de segundo orden que propuso Dijkstra para definir wp en
ciclos DO en general. Luego se caracterizan que férmulas
de primer orden se deben usar para calcular wp en ciclos
for. Seguidamente se presentan ejemplos del uso de los
teoremas presentados y por udltimo se da una seccién de
teoremas complementarios para el cédlculo de precondiciones
mas débiles.

II. wp PARA LA INSTRUCCION Do

El lenguaje GCL de Dijkstra fue disefiado para poder hacer
algoritmos no deterministicos. Tanto la instruccién condicional
como la de iteracion tienen versiones no determisticas en GCL,
la versiéon no deterministica de la instruccién de iteracidn
se denota DO, mientras la version deterministica se denota
Do. La definicién de wp que se listé anteriormente para la
instruccién de iteracién corresponde a la versién no deter-
ministica DO de la misma. Se puede deducir una férmula de
wp para la instruccién Do a partir de la anterior, sin embargo
en [8] se encuentra dicha férmula y es:

(3k|k > 0 : Hi(Post))
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donde Hy(Post) es un predicado definido recursivamente
como

Hy(Post) := domain(By) A =By A Post
H(Post) :=
Hy(Post) V (domain(Bgy) A Bg A wp(Sy, Hi—1(Post)))
para k> 1

La férmula anterior estd escrita en l6gica de segundo orden,
pero es conocido (ver por ejemplo [7]) que si restringimos el
lenguaje de las aserciones a cierto tipo de lenguaje de primer
orden, es siempre posible que para cada instancia particular de
So, By y Post, se puede escribir la férmula de wp del parrafo
anterior, de una forma equivalente usando estos lenguajes de
primer orden.

Este resultado sigue siendo cierto si el lenguaje que se usa
para escribir las aserciones es el de la teorfa de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel-Skolem. A continuacién se muestra una
demostracion.

Teorema 1. Si el lenguaje que se usa para escribir los
predicados de las aserciones en GCL, es el lenguaje de primer
orden de la teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel-Skolem,
entonces por cada caso particular de predicado Post, de
expresion By e instruccion Sy, existe una férmula escrita
en el lenguaje de primer orden de la teoria de conjuntos de
Zermelo-Framkel-Skolem, que es equivalente a wp(do By —
So od, Post)

Demostracion: Se considerara la semantica denotacional de
GCL que se propuso en [8].

Sea Sy una instrucciéon de GCL, entonces se denota como
C[So] ala relacién del espacio de estados al espacio de estados
del programa, que corresponde a la interpretacién con respecto
a la semantica denotacional de [8], de la instruccién Sy (en
[8] se usé la notacién Rg, en lugar de C[So]).

Se definen recursivamente las siguientes instrucciones
If:=ifBy— So[]-Bo — SKIPfi
Doy :=if-By — SKIPfi
Doyy1 :=1f; Doy

Como la interpretacién de una secuenciacién de instrucciones
es la composicién de las interpretaciones, entonces la inter-
pretacién de la instrucciéon Doy, satisface la siguiente recu-
rrencia:

C[Dog4a] :=C[Dox] o CI1f]
Por otro lado la féormula definida por
ok, Fyy) =
(k=0Ay=_C[Dog])V
(k£20Ak € wAesFuncion(F)Ny=F(k—1)oC[If])V
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((k=0V (k#0Ak € wAesFuncion(F))) Ny =F)

satisface que:
(Vk, F|: (| : o(k, Fry))).

Si se define a G(k,F) como el tnico y que satisface
o(k, F,y), entonces por el teorema de recursién transfinita
[9] aplicado a los ordinales finitos w, se tiene que existe una
formula 1) que satisface que:

1) (VE|: (3ly| : ¥(k,y))), es decir ¢ define una funcién F
tal que ¥ (k, F(k))
2) (hlk € wl : F(k) = G(k, F 1x_1))

Como G(k, F') en notacién de llaves es la funcién a trozos

C[Doy] st k=0
) F(k—1)oC[If] si kewy
Gk, F) = esFuncion(F)
F 5o

entonces la formula
(VE|k € w|: F(k) = G(k, F x-1))

es equivalente a la recurrencia que define a C[Doyg] arriba y
por lo tanto, F'(k) debe ser igual a C[Dog]. Por esta razén,
como se tiene que F' es una funcién tal que F'(k) es el tnico
valor en el que 9(k,F(k)) es verdad, entonces cuando el
predicado

¥(k, R)
sea cierto, debe ocurrir que R = C[Doy].

Por otro lado usando las notaciones de [8], las cuales son:
Z para indicar el vector de constantes y variables declaradas
en un algoritmo, Esp para indicar el espacio de estados
del algoritmo y Rgoy para referirse al conjunto {Z €
Esp|Post(Z,Y)}, se demostré que

(Bk[k > 0: C[Dox]({7}) € Rgoy)

es un predicado equivalente a wp(do By — Sy od, Post). Sin
embargo, usando el predicado ) se puede reescribir la férmula
anterior como

(3klk = 0: 9(k, R) A R({Z}) C Rgoy)

la cual esta escrita en el lenguaje de primer orden de la teoria
de conjuntos. ]

Segin el teorema anterior, si se usa el lenguaje de la teoria
de conjuntos de Zermelo-Frankel-Skolem para escribir las
aserciones, entonces se tiene garantia de que toda precondicién
mas débil se puede escribir dentro del lenguaje. El siguiente
corolario habla sobre algunos tipos de lenguajes, de la 16gica
de primer orden, que son convenientes para escribir las aser-
ciones de los algoritmos.

Corolario 1. Sea L un lenguaje de la logica de primer orden
para escribir predicados en las aserciones de GCL. Si L
es un lenguaje tal que, por cada formula en L, existe una
formula equivalente en el lenguaje de la teoria de conjuntos
de Zermelo-Frankel-Skolem y por cada férmula en la teoria
de conjuntos de Zermelo-Frankel-Skolem, existe una formula
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equivalente en L, entonces por cada caso particular de
predicado Post, de expresion By e instruccion Sy, existe una
Sformula escrita en L, que es equivalente a wp(do By —
So od, Post) y por lo tanto el transformador de predicados
wp esta bien definido en todo L

El corolario y teorema anterior sugieren que con el lenguaje
adecuado, siempre es posible encontrar un predicado de primer
orden para la precondiciéon mas débil de un ciclo, sin embargo
como la demostracion no es constructiva, no se tiene un
procedimiento para obtener dicho predicado. El objetivo de
este trabajo, es el de mostrar un método que permite conseguir
la precondicion més débil (escrita en l6gica de primer orden)
de cierto tipos de ciclos.

En las siguientes secciones usaremos las
propiedades del transformador de predicado wp:

siguientes

o wp(So, False) = False

o wp(Sp, Post;y A Posts) = wp(Sp, Post1) A
wp(Sy, Posta)

e Si Posty = Posty entonces wp(Sy, Post;) =
wp(Sy, Posty)

e Si Sy es una instruccién deterministica, entonces
wp(Sp, Posty vV Posts) = wp(Sp, Posty) V

wp(Sy, Posta)

Adicionalmente para demostrar los teoremas que vienen a
continuaciéon vamos a usar dos propiedades del transformador
de predicados wp que se deducen de la semdntica denotacional
de GCL.

Lema 1. Sean T y y la lista de constantes y variables
declaradas en un algoritmo respectivamente y Y una lista
de variables de especificacion. Sea S una instruccion que no
modifica los valores de las variables vy, ,...,y;, de la lista
y. Sean P(Z,Yi,,---,Yi,,Y) Yy Q(Z,7,Y) predicados donde
P(Z,Yi,,- -+ Yi,, Y ) s0lo depende de T, vy;, , . . . , y;,, entonces

’U.)p(S,P(i, Yiyye-- 7yik,?) A Q(faya?)) =

’yim?) A wP(S7 Q(Ea Y, ?)

~—

P(anilw"

wp(S7P(E’yil7"'7yik7?) \/Q(f’g7?)) =

soporte(S) A (P(Z,yi,, - Yi,, Y )V wp(S, Q(T,7,Y)))

predicado tal que un estado lo
instruccion S no aborta al ser

donde soporte(S) es un
satisface si y solo si la
ejecutado en dicho estado.

Demostracion: En [8] se demostr6 que la precondicion mas
débil de una instruccién Sy la postcondicién Post es equiv-
alente a

(@,79) € supp(C[S])A
(Vy| HY'AS C[[S]] rsupp(CﬂS]]) ({(ja y)}) =

(Hﬂy = (57 y) : POSt(f»?»?)))
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donde C es la funcién de interpretacion, que interpreta una
instruccién S en una relacién C[S] del espacio de estados (E y) € supp(C [[S]])/\
Esp a el espacio de estados E'sp y donde: _
supp = {(7,y) € Esp|abort T,Y)}}- _ _
F'ly = (T,y) : Q(z,y’,Y))))
Como la interpretacién C[S] de la instruccién S no modifica

las variables y;,,...,¥;,, entonces el predicado anterior es
equivalente a:

(@9) € supplC[SHA (7.9 € suppClshA
(%l : y € CIST Teuppicgsy (@ D)) = (P, Yirs - Y, YIV(VY| 1y € CLST Tsuppiersy L@ 9} =
(ayiv s >y2171’y21+17 s 7y7lik717ygk+17 AR y;n| (Ely |y - (f7y ) : Q(f’ yl?Y))))

Y= (T7y/17' . aygl—lvyilvygl-i-la' . 7y£k—1ayik,y£k+1a cee 7y;n) :E< pA (q\/’l") =pA (q\/ (p/\?")) >
POSt(fv y/17 cee 7yi17y'£1+17 R ~uyik7y§k+17 e 7yq/n7?))) (f,y) S supp(C[[S]]) A\ (P(f, Yiyse oo ,ylk,Y)\/

Si la _postcondicion  Post es  P(T.yir,-- 4, Y)op  ((z,7) € supp(CISDA(y| : y € CIS] Tsuppersy (@, 7)}) =
Q(z,5,Y) con op € {A,V}, entonces la precondicién o _ o

mds débil de la intruccién S con esta postcondicién es Gy = @,y): QT ¢,Y)))))

equivalente a:

(7,7) € supp(C[SDA

vyl y € CLS S (@) = soporte(S) A (P(Z, iy s - - Yir, Y) Vwp(S, Q(Z,7,Y)))

G- i1 i1 > Vi1 Yigras - Yo Por otro lado si op = A, entonces la precondicién mds débil
y=(T,y),-.. ,ygl_l,yil,y;“, e 7y7/jk—17yikayzl'k+17 s YUm) serfa:
P(@yir, - Y Y)op (,9) € supp(C[S]A
QT Y15 Yirs Uiy 41 -2 Yins Yip 115> Urs Y ))) (Vy| : y € CLS] tsuppiersp (L@ 7)}) =

P(jath'"ylm ) (Ey |y_ f yl) Q(f,?,?)))

(T, 7) € supp(C[S]HA
(Vy\ HY'AS C[[S]] rsupp(C[[S]]) ({(f,?)}) =
P(Z, iy Yi,, Y )op

(@,9) € supp(C[ST)A
(vy| : (y € C[[S]] rsupp(C[IS]]) ({(an)}) = P(Ea Yigse - 7yik7?))
/\(y € C[[S]] rsupp crsn ({( )})

)

T,y
(ayiw"7y;1717y21+17"'>y7l,'k717ygk+17"'ay;n| _ —
F'ly = (@,9) : Q@.y.Y))))

— / / ’ ’ /N .
Y= (x7y17' Y- Yo Yig 41 7yik—17yik,yik+1a s aym) .

Q(E7 yllv R y7/;1717y’b'17y7l,'1+17 ce 7y'lik713 yik7y£k+17 cee 7?»/:717?)))_
= (z,9) € supp(C[ST)A

(Vy| ‘Y e C[[S]] rsupp(C[[S]]) ({(f7y)}) = P(fv Yiys - 7yik’?))
/\(\V/y| HEAS C[[S]] rsupP(C[S]]) ({(Ev y)}) =
Fly=@.y): Q@ Y.Y)))

(@,7) € supp(C[S)A
(Vy‘ tye C[[S]] rsupp(c[[S]]) ({(fvy)}) =

P(E7 Yigs- - 7yu,7?)0p(zly‘y = (57 /) : Q( 5 ?)))

Si op = V, entonces: (Z,7) € supp(C[S])A
(Z,7) € supp(C[S])A (Yyl = y ¢ CIS] suppcctsyy L@ DNV P yiss - Y0y, V)
(Yy| : y ¢ CIST Touppiersp (@ DIV ANVy|y € CIS] Tsuppiersy (@ 9)}) =
P(Z, Y- ¥, )V 3y ly = (7.7) : QY. Y))) Gy'ly = (@.y): Q@ y,Y)))
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(@,9) € supp(C[ST)A
(P(Z,yi, - - - Y
Ayl y € CLS] Tsuppcersy (@ 9)}) =
F'ly = @,y): Q@,y,Y)))
=< C[S] Tsuppcrsp (@ 9)}) #0 >
(7,9) € supp(C[ST)A
(P(Z,¥irs-- - Yir, Y) V false)A
(Vyl - y € CIST Tsuppicrsy (@ 9)}) =
F'ly = @,y): Q@,y,Y)))

Wiy YA
(@,7) € supp(C[SPHA
(Vyl : y € C[S] Tsuppersyy {(@,9)}) =
'y =(@.9): Q@ y.Y)))

P(fvyin"'

P(Evyilv'”vyikvy)/\

III. INSTRUCCION for

Una instrucciéon for es equivalente a un ciclo Do de la
siguiente forma:
doi# N —
So;
1:=1+1
od
{Post}

Donde Sy es un bloque de instrucciones que no modifica las
variable 7 y N. Para poder calcular la precondiciéon més débil
de un ciclo de este estilo, presentamos el siguiente teorema y
Corolario.

Teorema 2. Sea un algoritmo con la estructura que se

presentd anteriormente y k, k' son variables que no ocurren
en Sy y Post, entonces:
1) Si existe un predicado inv tal que inv[i := N| = Post

y (Vi|[N —k <i < N :wp(So;i:=1i+1,inv) = inv),
donde las variables k y k' no ocurren en inv, entonces
Hy/(Post)=N — k' <i< N Ainv

para todo k' tal que 0 < k' < k.
2) Adicionalmente si wp(Sp;i = i + 1,inv)
cuando i = N — (k + 1), entonces

Hy.11(Post) = Hy(Post)

False

i Y)V(VyL 2y & CIST Tsuppersyy ((@,9)1)))
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Demostracion: Por ser este un teorema sobre una férmula
cuyas instancias son férmulas, entonces se usard un sistema
de derivacion formal de predicados para asegurar un resultado
correcto. El lector debe entender la siguiente demostracion
como una familia de demostraciones (una por cada instancia
del predicado inv), que resulta de aplicar cada una de las
derivaciones siguientes en el orden que se presentan. Las reglas
de inferencia que se usan en este trabajo son las de la 16gica
ecuacional presentada en el libro de Gries [10].

Se demostrard por induccién sobre k' suponiendo que k' < k
y que k' y k son variables que no ocurren en inv, Sy y Post.

Caso1 k' =0
Hk/ (POSt)
=<k =0>
Hy(Post)

, = N A Post

=l

~

N Ainvli := N

~

N A inoli == 1]

N <1< N Ainv
=<k =0>
N -k <i< N Ainv

Se supone ahora que el teorema es cierto para k' — 1 y se
demostrard para k'

Hy/ (Post)

Hy(Post) V (i # N ANwp(So;i:=1i+ 1, Hy—1(Post)))
=<hipétesis inductiva>

Ho(Post) V (i £ N ANwp(Sp;i:=1i+ 1,
N — (K —1)<i< N ANinv))

=<hip6tesis>

Ho(Post) V (i £ N Awp(Sp;i:=1i+ 1,
N— (K —=1)<i<N)ANwp(Sp;i =i+ 1,inv))

=< iy N no se modifican en Sy y k' no ocurre en Sy y
lema 1>

Ho(Post)V (i #NAN — (K —1) <i+1<NA
wp(So;i:=1i+ 1,inv))

Ho(Post)V(i#NAN—k <i<N-—1A
wp(Sp; i :=1i+ 1,inv))

=<hipdtesis>

Ho(Post)V(i#NAN -k <i<N-—1Ainv)
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Ho(Post) V(N — K <i<N—1Ainv)
(

= NAPost) V(N -k <i<N—-1Ainw)
=<hipdtesis>
(i=NAmw[i :=N)V(N -k <i<N-—1Ainv)
(::N/\mv[ i) V(N—-kK <i<N-1Ainw)
E—N/\inv)v(]\f—k'gigN—l/\im})
E—N\/N—k’gigl\ffl)/\inv
(:N—k’gigN)/\inv

Por otro lado

Si wp(Sp;i:=1i+ 1,inv) = False cuando ¢ = N — (k + 1)
entonces

Hy1(Post)

zo(Post) V(i # N Awp(So;i =1+ 1, Hy(Post)))
Hy(Post) V (i # N Nwp(So;i:=1i+ 1,

N -k <i< N Ainv))

Ho(Post) V (i # N ANwp(Sp;i:=1+ 1,
N —k <i<N)Awp(Sp;i:=1i+1,inv))

=< iy N no se modifican en Sy y k£ no ocurre en Sy y

lema 1>
Ho(Post)V(i#NAN—-k<i+1<NA
wp(So; i =1+ 1,inv))
=<hipétesis>
Ho(Post)V(i#NAN—-k—-1<i<N—1A

wp(So; i =1+ 1,inv))

Ho(Post)V(iANAN—-(k+1)<i<N-—1A
wp(So;i:=1i+ 1,inv))

Ho(Post) V(N —(k+1)<i<
wp(So; 1 :=1+ 1,inv))

N — 1A

=<k>0>

Ho(Post) V ((i = N —
wp(So; i =1+ 1,inv))
Ho(Post)V (i =N — (k+ 1) Awp(Sp;i := i+ 1,inv))V
(N—k<i<N-1Awp(Sp;i:=1i+1,inv))

(k+1)VN—k<i<N-—1)A

=<hip6tesis>

Hy(Post)V (i =N — (k+ 1) A False)V
(N—k<i<N-1Ainw)

ro(Post)\/False\/(N—k:SigN—l/\im;)
zo(Post)\/(kagingl/\mv)
z:N/\Post)\/(N—kgiSN—l/\im})
=<hipdtesis>
(t=NANimw[i:=N))V(N—-—k<i<N-—1Ainv)
(:zN/\mv[ i)V(N—-—k<i<N-1Ainv)
(::N/\znv)\/(N—kSingl/\im})
(::N VN —-k<i<N-—-1)ANinv
;—kgiSN/\imJ

Hy.(Post)

Corolario 2. Si un predicado inv cumple con las hipotesis
del caso 1 del teorema 2 para todo k y no cumple con la

hipotesis del caso 2 del mismo teorema, entonces

wp(do By — Sp;i:=1+ 1 od, Post) =i < N Ainv

por otro lado, si inv cumple con las hipdtesis de los casos 1

y 2, entonces

wp(do By — Sp;i:=i+1 od, Post)

=N-k<i<NAinv

Demostracion: Si inv cumple con las hipétesis del caso 1 del
teorema 2 para todo k y no se cumple la hipétesis del caso

2, entonces
wp(do By — Sp;i:=1i+ 1 od, Post)

klk > 0: Hi(Post))

Al

—~

Fklk>0: N—k<i<NAinw)

—~

Fklk>0: N—k<iANi<NAinw)

~.

i < NAinvA(Fklk>0:N—Fk <i9)

; < N Ninv ATrue

~.

N Ainv

=

Si se cumplen las hipétesis de los casos 1 y 2 del teorema 2,
entonces asumiendo que la variable k& del teorema es mayor

o igual a cero, se tiene que

(3k”|k// 2 0: Hk// (Post))

(3k”|0 <k'<k: Hk//(POSt))\/
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(3K |k < k" : Hyn(Post))
=<caso 1 del teorema 2>

@EKN0<K' <k:N—k'<i<NAinv)V
(3K |k < k" . Hy(Post))

E'N0<K' <k:N-kK'<ini<NAinv)V
E"|: k < k" N Hi(Post))

L L

Sl
IN

i< NANmvAQGE'0<E <k:N-FK' <)V
Hy(Post) A (3K"| : k < k"))

—~

it < NAinv AN —k <i)V (Hg(Post) A True)

=<1

|
ol
A
>
IA
=
>
3
<

inv) V (Hy(Post))

kE<i<NAinv)V(N—k<i<NAinv)

E If ’E Il >
\

—k <i< NAinw)

|
El teorema anterior tiene la misma limitante que el teorema
de la invariancia, que pretende que se busque un predicado
invariante ¢nv sin ningin método o heuristica particular. A
continuacién se dard un teorema que sugiere un método que
permite conseguir un predicado como el que establece el
teorema anterior

Teorema 3. Sea un algoritmo con la estructura mostrada
anteriormente, € una variable distinta de N que no ocurre en
So;i :=1+1 ni en Post, i no ocurre en Post y definiendo el
predicado PostG tal que satisfaga las siguientes ecuaciones
recursivas:

e PostGle := 0] = Post
e PostG = wp(Sp;i := i + 1, PostGle := ¢ — 1]) para
0<e<kyN-k<i<N

entonces el predicado PostGle := N — i| es un predicado,
que satisface las hipotesis del caso 1 del teorema 2.

Demostracion: Instanciemos el predicado PostGle := N — i
coni:=N

PostGle := N —i][i :== N]
=<1 puede ocurrir en PostG >
PostG[i := N]le :== N — N]
;ostG[i := N]le := 0]

=< € es una variable fresca>
PostGle := 0][i := N]
=<hipétesis>

Postli := N]

=<1 no ocurre en Post >

Post

Por otro lado tenemos que:

(Vi|[N —k <i < N : wp(Sp;i:=i+ 1, PostG[e := N —1i]))

VilN —k <i< N :wp(Sp;i:=1+1,
Vele = N — i : PostQ)))

N —k <i<N:wp(Se;i:=1i+1,
€| : e=N —i= PostG)))

(VilN —k <i < N : (Ve| : wp(Sp;i :=i+1,
e = N — i = PostQ)))
(VilN —k <i< N : (Ve| : wp(So;i: =i+ 1,
€ # N —iV Post@)))

=< iy N no se modifican en Sy y lema 1>

(Vi|N —k <i < N : (Ve| : soporte(Sp) A (e # N — (i + 1)V
wp(So;i =1+ 1, PostG))))

(Vi|N — k < i < N : soporte(Sp)A
(Ve :e# N — (i + 1) Vwp(Sp; i := i+ 1, PostG)))
(Vi|[N — k < i < N : soporte(Sp)A
(Ve| :e=N — (i + 1) = wp(So;i := i+ 1, Post@)))
Vi|N — k < i < N : soporte(Sp)A

P

Vele=N — (i + 1) : wp(So; i := i+ 1, PostG)))
=<Existe e tal que e = N — (i + 1) >

(VilN -k <i<N:

(Vele =N — (i + 1) : soporte(Sp)A
wp(Sp; i := i+ 1, PostG)))

(VilN —k<i<N:

(Vele = N — (i + 1) : soporte(So)A
wp(So, wp(i := i+ 1, Post@))))

=< wp(So, P) = soporte(Sy) para cualquier P >

(Vi[N—k<i<N:(Veli=N—(e+ 1) AN — k <iA
i < N :wp(So;i:=1i+ 1, PostQG)))

(Vil[N —k<i<N:(Veli=N — (e+ 1)A
N—-k<N—-(e+1)AN—-(e+1)<N:

wp(So; i :=1i+ 1, PostG)))
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(VilN —k<i<N:(Veli=N—(e+1)Ae<k—1A
—1 < e:wp(So;i:=1+ 1, PostG)))
(VilN—k<i<N:(Veli=N—-(e+1)AN0<e<k:
wp(Sp; i := i+ 1, PostG)))

=<hip6tesis>

(VilN—k<i<N:(Veli=N—-(e+1)AN0<e<k:
PostGle :== e+ 1]))

(VI[N —k<i<N:(Veli=N—(e+1):
PostGle := e+ 1]))
&i|N—k§i<N:(Ve|e:N—(i+1):
PostGle := e+ 1]))

iI|IN —k <i< N : PostGle :== e+ 1][e := N — (i + 1)])

=

—~

Vi|[N —k <i< N : PostGle:=N — (i + 1) + 1])

(VilN —k <i < N : PostG[e := N — i])

IV. EJEMPLOS

El teorema anterior sugiere un método para calcular la pre-
condiciéon mds débil de un ciclo del tipo que se presentd
anteriormente. La técnica consiste en aplicar el transformador
de predicados al cuerpo del ciclo y la postcondicién € veces
hasta deducir el predicado PostG. Se muestra a continuacion
un ejemplo:

A. Factorial

doi# N —
fact .= fact * i;
i:=1+1
od
{Post : N >0A fact = (N —1)!}

La instruccién de asignacién en paralelo fact,i := fact*i, i+
1 es equivalente a las dos instrucciones del bloque interno del
ciclo, por lo que para resumir se va a usar la instruccién de
asignacién en paralelo en los célculos de este ejemplo.

Se aplica wp una vez al cuerpo del ciclo y a la postcondicién:

wp(fact,i:= factxi,i+1,N >0A fact = (N — 1))

(_N > 0A fact = (N — 1))[fact,i = fact *i,i+ 1]

N >0A fact xi= (N —1)!
Ahora al resultado anterior se le vuelve aplicar wp obteniendo

wp(fact,i:= factxi,i+1,N >0A factxi= (N — 1))

(N >0A factxi = (N —1))[fact,i:= fact xi,i+ 1]
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N>0A factxix(i+1) = (N —1)!
Si al resultado anterior se le vuelve aplicar wp se obtiene:

wp(fact,i := fact 1,1+ 1,N > 0A fact xi* (i+1) =
(N —=1)1)

(N > 0A factxix(i+1) = (N=1))[fact,i := fact*i,i+1]
N>0A fact*ix(i4+1)*(i+2)= (N —1)!
y si se define

-

entonces es facil demostrar por induccién, que el resultado
de aplicar wp al cuerpo de éste ciclo y a la postcondicién
N > 0A fact = (N —1)! un nimero de € de veces es igual a

e>0
e=0

st
st

€

. i+ 1)@ +2)-(i+e—1)

1

N > 0A fact i€ = (N —1)!

Por lo tanto este predicado satisface la recurrencia que define
a PostG en el ultimo teorema de la seccién anterior para
0<e< N-—-1,yaque si ¢ =N entonces el predicado es
insatisfacible porque la recurrencia esta limitada a que 7 < IV
por hipdétesis.

De esta forma usando el teorema recién referenciado, tenemos

que

(N >0A fact*i¢ = (N —1)!)[e:= N — 1]

N > 0A fact iV =7

(N —1)!

N > 0A fact i7" =N "0 % ( — 1)!
=< regla de cancelacion >
N >0A fact = (i —1)!

Es un predicado que satisface las hipdtesis del caso 1 del
teorema 2, es decir

(N >0A fact = (i — 1)!)[i := N] = Post

y

(VilN - (N-1)<i<N:
wp(fact,i:= fact xi,i+ 1, fact = (i — 1)!) =
fact = (1 —1)).

Adicionalmente si i =0 = N — ((N — 1) + 1), entonces

wp(fact,i:= factxi,i+1,N >0A fact = (i — 1))

;>O/\fact*i:((i+1)—1)!

N > 0A factxi=1!

N >0A factx0=0!
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N>0A0=1
N > 0A False
False

Por lo que se cumple la hipédtesis del caso 2 del teorema 2
y por lo tanto la precondiciéon mas débil del ciclo de éste
ejemplo, es la siguiente:

N—-(N-1)<i<NAN>0A fact = (i — 1)!

que es equivalente a:

1<i<NAN>0A fact= (i —1)!

B. Sumatoria de los Primeros N Enteros al Cuadrado

Para ejemplificar el uso de los teoremas anteriores, se
considerard ahora el siguiente algoritmo para calcular Ia
sumatoria de los primeros /N enteros positivos al cuadrado.

doi#N —
suma = suma + @ * t;
t:=144+1
od
N-1
{Post : N > 0 A suma = Zj*j}
j=0

La instruccién de asignacién en paralelo suma, i := suma+ix
1,141, es equivalente a las dos instrucciones que se encuentran
dentro del ciclo anterior, por lo tanto para simplificar los
célculos siguientes, se usard la instruccién de asignacién en
paralelo en lugar del cuerpo del ciclo anterior.

Se Aplica el transformador wp al cuerpo del ciclo y la
postcondicidn:

N-1

wp(suma, i := suma+ixi,i+1, N > 0A suma = Z 7%
_ j=0
- N-1
(N > 0A suma = Z ) [suma,i := suma + i xi,i + 1]
_ Jj=0
- N-1
N >0Asuma+ixi= ij

§=0

Se aplica ahora el transformador wp al cuerpo del ciclo y al
resultado anterior

wp(suma,i = suma +ixi,i+ 1, N > 0 A suma+ix*i=
N-1

‘2)

J
0

.
I

-1
N > 0Asuma—+i2 = Z j2
i=0

—~

)[suma,i == suma+i*i,i+1]
j

1
N >0Asuma+i*i+ (i+1)%= Z
0

j2

=
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i1 N—1
NZO/\suma—l—ij = Zj2
j=i §=0

Por induccién se puede demostrar que aplicar un nimero
e de veces, el transformador wp al cuerpo del ciclo y la
postcondicién se obtiene la siguiente férmula:

i+e—1 N—-1
N >0 A suma + Z §% = ZjQ
j=i §=0

Es facil demostrar despejando la variable suma, que la
férmula es siempre satisfacible para cualquier valor de €, por
lo tanto el predicado:

ite—1 N-1
(N > 0 A suma + Z §% = ij)[e =N — ]
- J=i i=0
- i+N—i—1 -1
N > 0 A suma + Z jQ:Zj2
B j=i §=0
- N-1 N—1
N > 0 A suma + ijz ij
j=i §=0

Satisface las hipétesis del caso 1 del teorema 2 para cualquier
valor de k£ y por lo tanto la precondicién mas débil de este

N-1 N—1
ejemplo es i < N AN > 0 A suma + Zj2 = ZjQ
=i =0

Esta precondicion puede refinarse atin més haciendo lo sigui-
ente:

N—-1 N—-1
i<NANZ0Asuma+ y 2= ;5
j=i j=0
- N-1 N-1
i< NAN >0Asuma= T 32
j=0 j=i
- i—1
i<NAN>OA(I>0=suma= Y j%)
j=0
0
Al < 0= suma = —ij)
J=

- i—1 0
i§N/\N20/\suma:2j272j2

§=0 j=i
Esta precondicién dice que el ciclo puede empezar desde un
indice 7 con valor negativo, pero para eso la variable sum
debe ser inicializada en el ciclo con el valor negativo

para que en cada iteracion le sea sumada una cantidad positiva,
hasta que su valor llegue a ser positivo e igual al valor que
indica la postcondicién.
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V. TEOREMAS COMPLEMENTARIOS

A continuacién se presenta un teorema y corolario cuyas
demostraciones son andlogas a las que se presentaron anterior-
mente.

Sea un algoritmo con la estructura

doi# N —
So;
i:=1—1

od

{Post},

donde las variables ¢ y N no son modificadas en Sjy.

Teorema 4. Sea un algoritmo con la estructura que se
presenté arriba y k, k' variables que no ocurren en Sy y
Post, entonces:

si existe un predicado inv tal que invli := N] = Post y
(Vi|[N <@ < N+ k :wp(So;i :=i— 1,inv) = inv), donde
las variables k, k' no ocurren en inv, entonces

Hp/(Post)= N <i < N+kK Ninv

para todo k' tal que 0 < k' < k.
Adicionalmente si wp(Sp;i := i — 1,inv)
t =N+ (k+1), entonces

Hy. 1 (Post) = Hy(Post)

= False cuando

Corolario 3. Si un predicado inv cumple con las hipdtesis
del caso 1 del teorema 4 para todo k y no cumple la hipdtesis
del caso 2 del mismo teorema, entonces:

wp(do By — Sp;i:=1—1 od, Post) = N <14 Ainv

por otro lado, si cumple con las hipotesis de los casos 1y 2,
entonces:

wp(do By — Sp;i:=i+1 od, Post) = N <i < N+kAinv

Definicion. La funcion rampa se define de la siguiente mane-

. i st i<N
ra: TN (i) = S

N st 1>N

La guardia de todos los ciclos que se han estudiado hasta
ahora es ¢ # N, si la intercambiamos por i < N, la
precondicion mds débil es ligeramente distinta. El siguiente
teorema proporciona un resultado al respecto.

Teorema S. Sea el algoritmo con la estructura

doi< N —
So;
t:=14+1

od

{Post},

donde la variable i y N no son modificadas en Sy.
Si k, k' son variables que no ocurren en Sy y Post, entonces:
1) si existe un predicado inv tal que invl[i :== N| = Post
y (Vi|[N —k <i < N :wp(So;i:=1i+1,inv) = inv),
donde las variables k, k' no ocurren en inv, entonces

Hy (Post) = N — k' < i Ainvli := r™)(3)]
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para todo k' tal que 0 < k' < k.

2) Adicionalmente si wp(Sp;i := i + 1,inv) = False
cuando i = N — (k + 1), entonces
Hy 1 (Post) = Hy(Post)
Demostracion: Se demuestra por induccién sobre k'

suponiendo que k' < k y que k¥’ y k son variables que no
ocurren en inv, Sy y Post.

Caso1 k' =0
Hk/ (POSt)

=<k =0>
Hy(Post)

v

N A Post

~

i=NVi> N)APost

el

i =N A Post) V (i > N A Post)

=<hipétesis>

(N <i< N Ainwfi :== N])V (i > N A Post)
=<hipdtesis>

(N <i< N Ainwli:==N])V (i > N Adnv[i := NJ)
=< r(N)(i) = N por definicién>

(N <i< N Adnwli == r®5)])v

(i > N Adnvli == r (7))

=<kK=0>

(N =k <i< N Ainvli :=rN(@)])v
i > N Adinvfi == (5)])

—~

N -k <i<NVi>N)Ainwfi :=r({)]

= il

N — K <iAinofi := rV)(4)]

A continuacién se supone que el teorema es cierto para k' — 1
y se demuestra para k’

Hy (Post)

Ho(Post) V (i < N ANwp(So;i:=1i+ 1, Hp_1(Post)))
=<hipétesis inductiva>

Ho(Post) V (i < N ANwp(Sop;i:=1+ 1,

N — (K —1) <inNinvi := rN)(0)]))

Ho(Post) V (i < N ANwp(Sp;i:=1+ 1,

N — (K — 1) < i) Awp(So;i := i + 1,inv[i := r)(i)]))

=< iy N no se modifican en Sy y k£’ no ocurre en Sy y
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lema 1> wp(So;i := i+ 1,invfi := rV)(i)]))
Ho(Post)V (i < NAN — (k’ 1) <i+4 1A Ho(Post) V(i< NAN—(k+1) <
wp(So;i =i+ 1,invfi := rV)(i)])) wp(So;i =i+ 1,inv[i := rV) (z)]))
EO(Post)v(¢<N/\N_k'§m Ho(Post)\/(i<N/\(i: —(k+1)VN -k <i)
wp(So;i := i+ 1,invfi := r™N)(i)])) wp(So;i := i+ 1,invfi := r)(i)]))
=< rN)(4) = i por definicién> Ho(Post) V (((i < NANi=N—(k+1))V
(i<NAN-k< i))/\wp(So, =i+ 1,invfi := r(i)]))
Ho(Post)V (i < NAN =K <iAwp(So;i:=i+1,inv)) =
Ho(Post)V (i < NAi=N — (k+1)A
=<hip6tesis> wp(So;i =i+ 1,invfi := r)(3)]))v

i< NAN —k <iAwp(So;i:=i+1,inv[i :=rM(5)]))

[

Hy(Post)V (i< NAN —FK <iANinv
of Jvi - ) =< rW™)(3) =i cuando i < N >

=< rN)(4) =i por definicién> , .
Ho(Post) V(i< NANi=N—(k+1)A

Ho(Post)V (i < NAN — k' <iAinvli = rM (i wp(So; i := i+ 1,inw))V
Eo( ost) V (i < i Aanwfi =t (D)]) (i <NAN—Fk<iANwp(So;i:=i+1,inv))
(

i>NAPost)V (i< NAN—k <iAinvfi:=r™N () .
=<hip6tesis>

=<hipétesis>
ipétesis Hy(Post)V (i < NAi=N — (k+1) A False)V

i< NAN—k<iNinv)

—~

(i>NAinw[i:=N))V(E<NAN—FK <iA
. . - (N) .
invfi =D (@)]) o(Post) V FalseV (i < NAN —k <iAinv)

=<rt(i) = N cuando i > N > o(Post) V(i < NAN —k <iAinv)

Ry ~~Rll

Z(zzN/\mv[z.fr @ODV(E<NAN-—=K <in i>NAPost)V (i< NAN —k <iAinv)

imvli == rN(i)])

— hipétesis>
(i>NV(@i<NAN=FK <i))Ainovfi :=rN ()] ipétesis

/> N Ainvfi=N)V(i<NAN—k<ini
(N — & < i) Ainwfi == 1) (3)] (82 N Ainoli:= N]) v (i @A)

. o ) ) =<rM@=Nsii>NyrM@)=isii<N >
Si wp(Sp;i:=1i+1,inv) = False cuando i = N — (k + 1)

entonces (i > N Ainv[i == T(N)( MV

(i<NAN-—k<i~Ninv[i: T(N)(i)])
Hy11(Post) =
= (i>NV(@i<NAN—k<i)ANinvfi :=rN)({)]
Hy(Post) V (i < N ANwp(So;i:=1i+ 1, Hy(Post))) =

N — k <iAinvfi =N ()]
=<caso 1 del teorema> =

Hy(Post) n
Hy(Post) V (i < N Awp(Sp;i:=i+1,N —k <iA L o . [
inoli == rM (i) La derr'lostracwn del siguiente corolario es andloga a la del
— corolario 2.
Ho(Post) V (i < N Awp(Sp;i:=i+1,N —k <i)A Corolario 4. Si un predicado inv cumple con las hipdtesis
wp(So;1 =i+ 1,inv[i 1= rN) (@)])) del caso 1 del teorema 5 para todo k y no cumple con la

hipotesis del caso 2 del mismo teorema, entonces:
=<1y N no se modifican en Sy, k£ no ocurre en Sy y

lema 1> wp(do By — Sp;i:=1i+ 1 od, Post) =

invli == rN (4))

por otro lado, si inv cumple con las hipdtesis de los casos 1
y 2, entonces:

Hy(Post) V(i< NAN —k <i+1A
wp(So;i =i+ 1,invi := r) (1))

Ho(Post) V(i< NAN —k—1<iA wp(do By — So;i:=1i+ 1 od, Post) =
79
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N —k <iAinovfi :=r® )]

Nota. Como las hipdtesis de los casos 1y 2 del teorema 5
son las mismas que la de los casos 1 y 2 del teorema 2, y
para el caso del ejemplo de factorial, el predicado:

N >0A fact = (i —1)!

satisfacia dichas hipotesis, entonces segin el corolario 4
se tiene que para el mismo algoritmo pero sustituyendo la
guardia por © < N, la precondicion mds débil del ciclo seria:

1<iA fact = (r™ (i) —1)!

VI. CONCLUSIONES

Los teoremas aqui presentados son un pequefio aporte para
el desarrollo de un célculo efectivo para la correccién de
programas. Desarrollar técnicas de calculo que simplifiquen
el trabajo en el drea de correccién de algoritmos, es una tarea
dificil. Sin embargo, los ejemplos aqui presentados muestran
que usando los teoremas adecuados, es posible conseguir la
precondicién mds débil de ciertas instrucciones Do de una
forma répida y formal. Por esta razon, si los esfuerzos de los
investigadores se concentraran en desarrollar teoremas como
estos, la correccidn de programas pasaria a ser en la practica,
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un tema de interés a nivel de ingenieria, que impulsarfa a la
ciencia de la computacién a niveles de exactitud y robustez
mucho mayores de los de hoy en dia.
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